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К геометрии над 
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От распределенной
обработки данных
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§ Хотим считать алгоритмы на 
графах

§ А если граф слишком большой?

§ Используем кластер из 
нескольких вычислительных 
узлов

§ Нужно разбить граф на части
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Пример сбалансированного разбиения

с фактором репликации 2

Ищем разбиение ребер графа на K частей

𝐸 = 𝐸! ⊔⋯⊔𝐸"

Задача
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Пример сбалансированного разбиения

с фактором репликации 2

Ищем разбиение ребер графа на K частей

𝐸 = 𝐸! ⊔⋯⊔𝐸"

Задача

Хотим, чтобы части были примерно одинакового размера

max
#
|𝐸#| ≤

𝑚(1 + 𝜀)
𝑘

Баланс
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Хотим, чтобы у вершин было как можно меньше 

разноцветных ребер

1
𝑛2
$∈&

𝑟𝑓(𝑣) → 𝑚𝑖𝑛

Где 𝑟𝑓 𝑣 = |{𝑖: 𝐸! ∩ 𝐸 𝑣 ≠ ∅}|

Коммуникация
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Коммуникация

Теорема
Эта задача NP-трудная
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Алгоритм

Случайно красим каждое ребро

Баланс: почти идеальный
По закону больших чисел

Фактор репликации: максимально плохой

𝑟𝑓 𝑣 ≈ min(𝑑 𝑣 , 𝑘)
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Алгоритм

1. Случайно красим вершины

2. Каждое ребро красим в цвет одной из
вершин

Фактор репликации:

𝑟𝑓 𝑣 ≈ min
𝑑 𝑣
2 , 𝑘

Хорошо работает если 𝑘 сильно больше 
средней степени



Разбиение «через множества»

13

Используем систему множеств 𝐹!…𝐹4 ⊂ 1…𝑘
В примере 1, 2 , 1, 3 , 2, 3
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Используем систему множеств 𝐹!…𝐹4 ⊂ 1…𝑘
В примере 1, 2 , 1, 3 , 2, 3

1. Для каждой вершины 𝑣
случайно выберем 𝐹$ ∈ 𝐹!…𝐹4

2. Каждое ребро 𝑒 = 𝑣𝑢
раскрасим в цвет i ∈ 𝐹$ ∩ 𝐹9
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1. Множества попарно пересекаются
Для корректности алгоритма

2. Система симметричная
Для сбалансированности разбиения

3. Размер множеств – как можно меньше
Для уменьшения фактора репликации
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Теорема
В симметричной системе попарно пересекающихся множеств 𝐹"…𝐹#

F! +⋯+ F"
𝑟 > 𝑘

1. Множества попарно пересекаются
Для корректности алгоритма

2. Система симметричная
Для сбалансированности разбиения

3. Размер множеств – как можно меньше
Для уменьшения фактора репликации
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Как находить такие оптимальные системы?

1. Множества попарно пересекаются
Для корректности алгоритма

2. Система симметричная
Для сбалансированности разбиения

3. Размер множеств – как можно меньше
Для уменьшения фактора репликации

Теорема
В симметричной системе попарно пересекающихся множеств 𝐹"…𝐹#

F! +⋯+ F"
𝑟 > 𝑘
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Набор прямых и точек, такой что:

§ Любые 2 прямые пересекаются ровно в 1 точке.

§ Через любые 2 точки проходит ровно 1 прямая.

Строится поверх плоскости ℝ<.
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Набор прямых и точек, такой что:

§ Любые 2 прямые пересекаются ровно в 1 точке.

§ Через любые 2 точки проходит ровно 1 прямая.

Строится поверх плоскости ℝ<.

А что если заменить ℝ на другое поле?

Например, на ℤ=, где 𝑝 – простое число?
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Точки:

§ Точки сетки ℤ=<

§ Бесконечно удаленные точки ∞,0 … ∞, 𝑝 − 1

§ Вертикальная бесконечно удаленная точка (1,∞)

Прямые:

§ Обычные 𝑥, 𝑎𝑥 + 𝑏 : 𝑥 ∈ ℤ= ∪ {(∞, 𝑎)}

§ Вертикальные 𝑎, 𝑦 : 𝑦 ∈ ℤ= ∪ {(1,∞)}

§ Бесконечно удаленная ∞ ,𝑦 : 𝑦 ∈ ℤ= ∪ {(1,∞)}
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§ Количество точек: 𝑝< + 𝑝 + 1

§ Количество прямых: 𝑝< + 𝑝 + 1

§ В каждой прямой 𝑝 + 1 точка

§ Каждая точка содержится в 𝑝 + 1 прямой

§ Любые 2 прямые пересекаются ровно в 1 точке

§ Через любые 2 точки проходит ровно 1 прямая

§ Является симметричным семейством
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КПП: примеры

p = 2 p = 3
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Сбалансированные пересекающиеся системы
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Теорема
Для любого 𝑘 существует сбалансированная система попарно 
пересекающихся множеств 𝐹"…𝐹# т. ч.

F! +⋯+ F"
𝑟 ≤ 𝑘(1 + 𝑜 1 )

Следствие
Существует алгоритм реберного разбиения с соответствующими 
гарантиями.

Вводим более слабую версию симметричных пересекающихся семейств

§ Задаем произвольные вероятности множеств и правила выбора пересечений

§ Ослабляем условие на симметричность

Получаем оптимальное в худшем случае (для клик) разбиение

Теорема
Для любого 𝑘 сбалансированные пересекающиеся системы 
дают оптимальное разбиение полного графа.
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§ ℱ = 1 , {1, 2}

§ {1, 2} берем в вероятностью 1/ 2

§ Берем 2 всегда когда можно

Получаем BIS со средним размером множеств

1 + 1/ 2
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2

1 3

4

Вероятностимножеств

12 – 1/4 

13 – 1/8 

14 – 1/4  

234 – 3/8 

Самопересечения

12 – 2 

13 – 3 

14 – 4  

234 – 3 
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